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CLASA a VI-a — solutii si bareme

Problema 1. Determinati toate sirurile de rapoarte egale de forma

CL1_CL3_(1,5_CL7

as Q4 Qg as

care indeplinesc simultan conditiile:
- multimea {ay, as, ..., as} este multimea divizorilor pozitivi ai lui 24;
- valoarea comuna a rapoartelor este numar natural.

Solutie. Deoarece 24 = 23 -3, valoarea comuni r a rapoartelor poate fi doar un divizor
al Tui 24, diferit de 1 ... ..o 2p

_ 24 _8__6_2

Pentrur=2avem 2 =5 = 7 =3 = 7. . i 1p
_ _24 _ 12 _6_3

Pentrur=3avem 3 =3 = F =3 =J. . ... 1p
— — 24 _12__8_ 4

Pentrur=4avemd =2 =2 =5 =T ... ... 1p

Pentru r = 2, » = 3 sau r = 4 nu putem avea si alte siruri, deoarece, daca ordonam
descrescator divizorii si 1i folosim pe rand, trebuie sa punem la numarator cel mai mare

divizor d neutilizat pand atunci, iar la numitor ¢, obtinénd sirurile de mai sus....... 1p
Pentru r > 8, respectiv 7 = 6, nu avem niciun sir, deoarece niciuna dintre egalitatile

d _ 6 _ . d _ - 3 o ~ YR

§ =1 si g =r,respectiv £ =6 si 5 =6, nu poate fi indeplinita ...................... 1p

Astfel, sirurile cerute sunt cele trei de mai sus.

Problema 2. Determinati tripletele (a, b, ¢) de numere intregi, care verifica simultan
relatiile a> +a =b+c¢, > +b=a+csi®>+c=a+b.

Solutie. Prin adunarea relatiilor obtinem a* + 0> +c* =a+b+c (*) ............. 2p
Observam ca, daca x este numar intreg, atunci 22 > x, cu egalitate doar pentru x = 0
S1 = e 1p
Justificarea observatiei precedente este ca daca x < 0, atunci 2?2 > 0 > z, iar daca

x>1,atunci 22 =2 -2 > Tl = T 1p

Astfel, egalitatea (*) este posibild doar dacd a*> =a, B> =bsi > =c.............. 1p
Din a?® = a reiese a = 0 sau a = 1. Pentru a = 0 obtinem b = ¢ = 0, iar pentru a = 1
obtinem b = ¢ = 1, deci tripletele cerute sunt (0,0,0) si (1, 1,1).........coooiiii... 2p



Problema 3. Determinati numerele naturale nenule n pentru care numarul

1

N:n-(n—I—l)

se reprezinta printr-o fractie zecimala finita.

Solutie. Stim ca numarul N se reprezinta printr-o fractie zecimala finita daca si numai
daca descompunerea numitorului in factori primi este de forma 2*-5°, cua,b € N ... 1p
Deoarece n si n+ 1 sunt prime intre ele, sunt posibile cazurile: 1) n =1, n+1 = 2. 5°;
Mn=5"n+1=24TD)n=2%n+1=5" .. . ... 1p
IT) In acest caz 20 =5° + 1= My +2, decia=1,b=0,n=1................... 2p
I1I) Obtinem 2¢ = 5° — 1 (*). Deoarece 5° si 2% nu sunt divizibile cu 3, egalitatea (*)
este posibild doar dacd 2% = Mz+1si 5° = M3+2. Deoarece 5* = M3+1 pentru k € N,
rezultd cd b = 2k+1, k € N. In acest caz, pentruk > 1 avem 5°—1 = 5-25F — 1 = Mg+4
si 5 — 1 > 8. Astfel, egalitatea (*) nu este posibild pentru b > 2. Raméane b=1si a = 2,
care da M = 4 . 2p
Numerele cerute sunt n =1sin=4........... .. ... ... . ... ... ... 1p

Observatie. Enuntarea si/sau folosirea proprietatii ,,dacd 2? — y? = 1, z,y,p,q sunt
numere naturale $i p,q > 2, atuncix =3, y =2, p = 2 $i ¢ = 3” nu primesc niciun punct
fara demonstrarea acestei afirmatii.

Problema 4. Fie triunghiul ABC cu <BAC = 90° si <ACB = 54°. Construim
bisectoarea BD (D € AC) a unghiului ABC' si consideram punctul £ pe segmentul BD
astfel incat DE = DC. Aratati ca BE =2 AD.

Solutie.  Calculand masuri de unghiuri obtinem
JABC = 90° — 54° = 36°, apoi XABD = <CBD =
14ABC = 18°. Rezultd $«BDA = 90° — < ABD = 72°,
IBDC =180°— <BDA=108° ................... 1p

In triunghiul isoscel CDE obtinem <DCE =
IDEC = 1(180° — <CDE) = 36°, de unde <BCE =
SBCD—-<ECD = 18° = <CBF, deci triunghiul BCE
esteisoscel ... 2p F A D ¢

Fie F' simetricul lui D fata de A. Atunci D, A, F' sunt coliniare si XABF = <ABD =
18° (deoarece ABAF = ABAD — caz CC), de unde < F'BC = 54° = g FCB, deci
triunghiul BFC este isoscel, cu FB = FC ... ... i 2p

Rezultd AFEB = AFEC (L.L.L.), deci $EFB = 4EFC = 1 3CFB = 36°. Astfel
triunghiul EFC este isoscel, de unde EF = EC = EB (*). De asemenea, SFED =
180° — < FDE — <FED = 180° — 72° — 36° = 72° = < FDUFE, ceea ce arata ca FFE =
FD =2-AD. Folosind (*) obtinem EB =2-AD ...... ..., 2p
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