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CLASA a VIII-a — solutii si bareme

Problema 1. Se considera numerele reale pozitive a, b, ¢, astfel incat a + b+ ¢ = 3.
Demonstrati ca a® + b? + ¢ + a?b + bc + ¢*a > 6.

Solutia 1. Adunand 2ab + 2bc + 2ca In ambii membri, inegalitatea din enunt este echivalenta
cu (a+ b+ c)? + a’b + b?>c + c?a > 6 + 2ab + 2bc + 2ca, deci problema revine la a demonstra ci

AP+ D2+ a4+ 32> 2ab 4+ 2DC+ 200 .. 2p
Deoarece a + b + ¢ = 3, inegalitatea precedenta este echivalenta cu:
(b+a%b) + (c+b%) + (a+c%a) = 2ab+2bc+2ca. (1) .oooooviiiiiiiiiii . 1p

Folosind eventual inegalitatea mediilor, obtinem b+ a?b > 2ab, c+ b2¢c > 2be si a+c2a > 2ca.
Adunand membru cu membru inegalitatile precedente, deducem ca (1) este adevarata, asadar
are loc inegalitatea din enunt. ........ ... . . . 4p

Solutia 2. Adunand a + b + ¢ in ambii membri, inegalitatea de demonstrat este echivalenta

e A2+ + A HaPb et atatbdc=0 2p
Folosind eventual inegalitatea mediilor, obtinem inegalitatile: b+ a?b > 2ab, ¢ + b*c > 2be si
QA C20 2000 oo 4p
Deducem c a?+b?+c?+a?b+b?c+c?atatb+c > a?+b2+c2+2ab+2bc+2ca = (a+b+c)? =9,
adica ceea ce trebuia demonstrat ............ . 1p

Problema 2. Demonstrati ca:
a) exista o infinitate de perechi (x,y) de numere reale din intervalul [O, V3 ] care verifica

egalitatea x-+/3 —y2 4y V3 —a22=3;

b) nu existd nicio pereche (z,y) de numere rationale din intervalul [0,v/3 |, astfel incat s&

aiba loc egalitatea = -+/3 —y?2+y-v3— a2 =3.

Solutie. a) Orice pereche (a, 3— a2), cua € [0, 1], este solutie. ...................... 2p
b) Ridicand la puterea a doua egalitatea y - V3 — 22 = 3 — x - /3 — 92, deducem ca

2
<\/3—y2—x> =0,deci 22 + Y2 =3 (1) erre it 1p
Presupunem ca exista z,y € Q4 N [0, \/g] care verifica egalitatea (1). Este evident ca z si y

c

nu pot fi egale cu 0. Fie a,b, ¢c,d € N*, astfel incat (a,b) = (¢,d) =1, iar x = % siy=
Din (1) obtinem a?d? + b?c? = 3b%d> (2).
Cum (c,d) = 1 si d? | b*c?, deducem ci d* | b. Din (a,b) = 1 si b? | a®d?, rezulta b* | d>.
Asadar b = d2. Relatia (2) devine a? + 2 =3b%. .. ... 2p
Daci a si ¢ nu sunt multipli de 3, atunci a? + ¢? = M3 + 1 sau a? + ¢* = M3 + 2, contradictie
cu a® + ¢® = 3b%. Asadar, 3 | asi 3| c, de unde 3b? = My, adica 3 | b, deci (a,b) > 3, fals.
In consecinta, ecuatia nu are solutii z,y € Q4 N [0, \/g] ............................... 2p

d



Problema 3. Spunem ca un numér natural n este interesant daca poate fi scris sub forma

1 1 1
n= [] + [b] + [], unde a, b si ¢ sunt numere reale pozitive astfel incat a + b+ c = 1.
a c

Determinati toate numerele interesante. ([z] reprezinta partea intreagd a numarului real z.)

Solutie. Fara sa restrangem generalitatea, alegem a < b < c.

Cum a, b si ¢ sunt numere reale pozitive cu suma egala cu 1, rezulta ca a,b,c € (0,1), prin
11 1 1 1

—,—,— €(1,00). Deducem ca |=|,|=|,|—-| €eN*,decin>3. ...............i... 1p

a b’ c a b c

1 1 1

Daca [] < 2, atunci a, b, c € (3,1), iar a + b+ ¢ > 1, fals. Asadar [] > 3, deci n > 5.
a a

{ ] [ ]—1, decia+b+c>b+c>1, fals.

11 11
} [c]_l Rezultaa€<4 3],1?6(372}

1 1
sicE(Q > dec1a+b+c>4+3+§ Jals. o 3p

Demonstram ca toate numerele naturale n 2 7 sunt interesante.

urmare

«m

Daca 5 ar fi interesant, am avea [
a

@M—t
—_

3
Daca 6 ar fi interesant, atunci {] [

1 -1
Fie k€ N, k > 4 si numerelereale a = -, b=c=——,cua+b+c=1.

Atunci, 1 :k,} = . 2+L = 2, prin urmare 1 + ! + ! =k+4.
a b c k—1 a b c

Rezulta ca toate numerele naturale n > 8 sunt interesante.

8 11 1 1 1
Alegand, de exemplu, a = —,b = c = —, avem |—| + ||+ |-| =3+24+2 =T73si
30 30 a b c ’
a+b+c=1, asadar si numarul 7 este interesant................ ... ... 3p

Problema 4. Fie ABC'D un tetraedru si mijloacele M, N ale muchiilor AC, respectiv BD.
Aratati ca pentru orice punct P de pe segmentul M N, cu P # M si P # N, exista si sunt unice
punctele X si Y pe segmentele AB, respectiv C'D, astfel incat X, P si Y sunt coliniare.

Solutie. Deoarece P # M, P # N, daca
X,Y, P sunt coliniare, avem X ¢ {A, B} si
Y ¢ {C, D}. Intr-adevir, daci X = A, atunci
XY C (ACD), deci P € (ACD), fals. Cele-
lalte situatii sunt analoage.

Determinam X € (AB) si Y € (CD) cu
proprietatea cerutd. Observam ca:

(XY)N(MN) # @< X,Y, M, N coplanare <
XA NB YD MC

“XB ND YC MA_©

Deoarece M si N sunt mijloacele muchiilor
AC, respectiv AB, obtinem:
XA YC

(XY)N(MN) £ 26 L5 = 2= (1)



Aratam ca, daca exista punctele X € (AB)siY € (CD), astfel incat X, P si Y sunt coliniare,
atunci acestea sunt unice. Presupunem ca exista X; € (AB) si Y; € (CD), cu X; # X, astfel
A XA AB
YC Y,C CD’
Deoarece X; # X, rezulta ca X1 A # XA, deci Y1C # Y, adica Y7 # Y. Dreptele X;Y7 si XY
sunt concurente in P, deci sunt coplanare, asadar si dreptele AB = XX; si CD = YY; sunt
CcOpPlanare, falS. ... .. i 1p

I Daca P este mijlocul lui M N, alegem X si Y mijloacele muchiilor AB, respectiv C'D.
In acest caz, P este mijlocul diagonalei M N a paralelogramului M XNY, deci este si mijlocul

incat X7, P si Y] sunt coliniare. Din (1), scriind proportii derivate, obtinem

diagonalel X Y . .. 1p
PM
IT Fie P € (MN) astfel incat BN = k <1 (cazul k > 1 este analog). Alegem X € (AB) si
XA YC
Y € (CD),cu — = YD = k. Din (1) rezulta ca dreptele XY si M N sunt concurente intr-un

punct (). Ardtam ca Q = P.
XA
Fie {R} = XM N BC. Deoarece XB = k < 1, punctul C se afla intre B si R. Cum
R e BC Cc (DBC)si Re XM C (QXM), deducem ca R € (DBC)N (QXM) = YN, deci
BCNXMNYN = {R}.

Aplicam succcesiv teorema lui Menelaus, in A M NR (cu transversala X —Q—Y),in A CMR

(cu transversala A — X — B), in A BNR (cu transversala D —Y — C) si in A ABC (cu
QM XM YR XM BC AM 1 BC

transversala R — M — X) si obtinem: ON ~ XR YN XE - BR AC ~ 3 BR

ﬁ = % % = @ R—C = X—A M—C = k. Din egalitatile precedente deducem:
5 PR on T T pg® AT |
W DY g Y T asadar Q = Poooeee e 3
QN ~ 2 BR ~CB_ RB p o Asadar @ P



