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CLASA a IX-a — solutii

Problema 1. Se considera ecuatia 22 + (a+b— 1)z +ab—a—b = 0, unde a si b sunt numere
naturale nenule cu a < b.

a) Aratati ca ecuatia are doua solutii reale distincte.

b) Demonstrati ca daca o solutie a ecuatiei este numar intreg, atunci ambele solutii sunt
numere intregi nepozitive si b < 2a.

deci ecuatia are doua solutii reale distincte .......... ... ... 2p
b) Daca z1 < 2 sunt cele doua solutii ale ecuatiei, din prima relatie a lui Viete, z1 + x2 =
1—a—0€Z,deci @1 EZ <= T0 EZ oo e 1p

Fie f(z) =22+ (a+b— 1)z +ab—a—b, z € R. Intrucat f(1) = ab > 0, f(—a) = —b <
0, f(=b) = —a < 0, folosind semnul functiei de gradul doi deducem ca =1 < —b < —a < x93 < 1,
deci ambele solutii sunt nepozitive.

Astfel, a > 1—x9, b > 1—x9 sidin f(z2) =0, deducem (a—1+z2)-(b—1+z3) = 1—xz9 > 1.
Rezulta ca dy = a — 14 22 si do = b — 1 + 29 sunt divizori naturali ai numarului 1 — zg si
didy =1 —1x9, a = dy 4+ dida, b = dy + dido. Obtinem 20 — b = 2d; + dQ(dl — 1) > 2dy > 0,
AAICA D 20 oottt 3p

Problema 2. Determinati functiile f : R — R, cu proprietatea ca

f(f@) +y- f@) <z +a- f(f),
pentru orice x si y numere reale.

Solutie. Pentru z = 0 in relatia initiala obtinem f(f(0)) + yf(0) < 0, pentru orice y € R,

relatie adeviirats doar daci f(0) = 0. Intr-adevir daci f(0) # 0, atunci y < _ff((fo()o)) pentru
orice y € R, sau y > W pentru orice y € R, imposibil.......... ... ...l 1p
Alegand y = 0, va rezulta f(f(x)) < z, pentru orice x real. (1) ........................ 1p

Pentru x = 1 in relatia initiala obtinem f(f(1)) +yf(1) < 1+ f(f(y)), si folosind (1) va
rezulta f(f(1)) + yf(1) < 14y, deci y(f(1) —1) < 1— (f(f(1)), pentru orice y real, relatie

adevarata la fel ca mai sus doar daca f(1) —1 =0, adica f(1)=1. ...t 1p
In aceste conditii relatia din ipoteza, pentru z = 1, asigura ca y < f(f(y)), pentru orice y
TeAL. (2] ottt 1p
Din (1) si (2) obtinem ca f(f(x)) = x, pentru orice z € R, si, folosind ipoteza reiese ca
x4+ yf(z) <z+zy, deci yf(x) <ay pentruorice z, y €R. ..o 1p
Pentru y = 1 rezulta f(z) < z iar pentru y = —1 rezulta f(x) > z, deci f(x) = z pentru

orice x € R, functie care verifica relatia din ipoteza. .............. ... ... ..o 2p



Problema 3. Fie n > 2 un numaér natural. Consideram un patrat de latura 2n — 1 pe care
il impartim prin paralele la laturi in (2n — 1)? patrate unitate. Ana si Bogdan joaci urmitorul
joc: incepand cu Ana, cei doi coloreaza alternativ, Ana cu rosu iar Bogdan cu albastru, in 2n?
ture, cele 4n? varfuri ale patratelor unitate. Apoi, incepand cu Ana, fiecare uneste printr-un
vector un punct rosu (care va fi originea) cu un punct albastru (care va fi varful), rezultand
astfel 2n? vectori cu originile si varfurile distincte. Dacd suma acestor vectori este nuld, Ana
castiga. Altfel, castiga Bogdan.

Aratati ca Bogdan are o strategie castigatoare.

Solutie.
Fie O centrul patratului, A;, Ag, ..., Ay,2 punctele albastre si Ry, Ra, ..., Ry,2 punctele rosii.
Ana va castiga daca
2n? N
> RiA, =0 (1),
=1
pentru o anumita rearanjare ai, as, ..., as,2 a numerelor 1,2, ..., 2n2.
Relatia (1) se scrie echivalent
2n? 2n? 2n? 2n? 2n?
D (0As, —OR)) =0 <= Y ORi=>» OA,, <= ZORZ -S04, (2),
=1 =1 =1 =1 =1
........................................................................................... 2p
Cum O este centru de simetrie pentru multimea celor 4n? puncte colorate, avem
2n? on? N
OR; + OA;, =0
i=1 i=1

Asadar Ana castiga daca si numai daca vectorii cu originea in O si cu varful in punctele rosii
AU SUMA UL oottt ettt e e e e e e e e 2p

Pentru a castiga, Bogdan poate proceda astfel: dupa ce Ana coloreaza cu rosu un punct in

2n?—1
penultima tura, calculeaza T = Z O—RZ
i=1

Daca exista punctul inca necolorat X astfel incat O—X2 =_

albastru. Astfel, el o va impiedica pe Ana sa castige deoarece

, atunci el il coloreaza pe X cu

2n2
S OR, = ORyps + 3 = ORgps — OX = XRpp # 0.
=1



In caz contrar, Bogdan coloreaza orice punct ramas, intrucat relatia (3) nu se poate indeplini.

Problema 4. Fie numerele reale r,s € [1,00) cu proprietatea ci pentru orice numere
naturale nenule a, b, cu a divide b, rezulta [ar| divide [bs].

. o8 <
a) Demonstrati cd — este numar natural.

b) Aratati ca r si s sunt numere naturale.

Am notat cu [z] partea intreaga a numarului real .

s
Solutie. a) Presupunem prin absurd ca — ¢ N.
r

Atunci existd k € N astfel indt k < > < k+1 <= kr < s < (k+1)r.

r
Alegem b = a € N*, variabil si obtinem ca [ar] | [as] de unde [ar] | [as] — k[ar] (1) ...... 1p
Din s > kr, deducem ca exista u > 0 astfel incat us > ukr + 2 si astfel pentru orice a > u

avem as > akr + 2 = [as| > [akr] + 2 > akr + 1 > k[ar], deci [as] > kl[ar]................. 1p

Din (1) rezulta ca [as| — k[ar] > [ar] <= [as] > (k + 1)[ar], deci,

as > (k+1)(ar —1) <= k+1>a((k+1)r—s),
pentru orice a > u.

k+1
Astfel, a < _hrbt
(k+1Dr—s
a8, . e 1p
b) Sa aratam ca s este natural.

Vom arata ca pentru orice a € N astfel incat ar > 2, rezulta as € N.

, pentru orice a > u, contradictie, deci presupunerea facuta este

1 1
Daca prin absurd as ¢ N, atunci va exista n € N* astfel incat —— < {as} < —, deci
n n

+1
1
1< (n+ D{as) < 22 <2, adici [(n + 1){as}] = 1.
n,
Obtinem [(n+1)as] = [(n+1)[as]+ (n+1){as}] = (n+1)[as]+[(n+a){as}] = (n+1)[as]+1.
Cum [ar] | [as] si [ar] | [(n + 1)as], rezulta ca [ar] | 1 = [ar] = 1, imposibil.
Asadar as € N,pentru orice a € N cu ar > 2, de unde (a+1)s € N, deci (a+1)s—as =s € N.
........................................................................................ 2p
Sa aratam in final ca r este natural.
Fie p un numar prim oarecare cu p[r] > s si m = [p{r}]. Cum p{r} < p, deducem m < p.
Daca prin absurd m # 0, atunci (m,p) = 1. Cum [pr] | ps = [p([r] + {r})] | ps =
plr] +m | ps.
Deoarece (p[r] +m,p) = 1 = p[r] + m | s, imposibil, caci p[r] > s.
Asadar m = 0 = p{r} < 1 = {r} < —, oricare ar fi p, prim, cu p > ﬁ = {r} =0si
p r
deCl 1 € NL o 2p



