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CLASA a X-a — solutii si bareme
Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:

2(5% + 6% — 3%) =7 + 9".

Solutie.
Observam ca x = 0 si x = 1 sunt solutii ale ecuatiei. ................................... 1p
Demonstram ca acestea sunt unicele solutii. Ecuatia din enunt se poate rescrie:

(@) 6 ) () )

........................................................................................... 1p

Din stricta convexitate a lui f, avem:

fal@)=folx -1+ (1 —2)-0)<z-f,(1)+(1—2x)-f,(0)=0, Vze(0,1),

x x

=4 (U520 (1-551) 0) < TR + hulo). o€ (1o0)

Mm=ﬁ<

de unde putem deduce ca f,(z) > 0 pentru orice x € (—00,0) U (1,00). «.oovvviiiinin.. 2p
Ecuatia din enunt se poate rescrie:

ot <1 - 1) -1) < ifa(x) + 2 fu(1), Vi€ (~o0,0),

1—z 1—=z

5 f3(x) + 6 f4 (@) =0,

deci membrul stang este mai mic strict decat 0 pentru x € (0, 1) si este mai mare strict decat 0
pentru z € (—o0,0) U (1,00), adica ecuatia are doar solutiile z =0siz=1. ............... 1p

Problema 2. Determinati cel mai mare numar natural £ avand proprietatea ca exista
numarul natural n astfel incat:

sin(n 4+ 1) < sin(n 4+ 2) <sin(n+3) < --- < sin(n + k).
Nota: Aproximarea prin lipsa a lui 7 la a patra zecimala este 3, 1415.

Solutie. Demonstram ca maximul cautat este & = 5.



Diferenta a doi termeni consecutivi este:

1 2 2i4+1 2 2i+1
sin(n+14+ 1) —sin(n + 1) :2sin§cos% >0@cos% > 0. (%)

........................................................................................... 2p
Presupunem prin reducere la absurd ca pentru k = 6 exista un numar natural n astfel incat

sin(n + 1) < sin(n + 2) < sin(n + 3) < sin(n +4) < sin(n 4+ 5) < sin(n + 6). Conditia (x) se

reduce la: _
cos<n+ Z;_ )>0, 1=1,5,

care ar implica:
3 11 7
cos n+§ + cos n—l—? = 2cos2 - cos n+§ >0=cos2>0,

ceea ce este o contradictie. Asadar, £ < 5. ... 2p
Pentru k = 5 trebuie sa construim un exemplu care, conform (x), se reduce la a determina
un n € N pentru care avem cos (n + %il) > 0, i = 1,4. Functia cos(z) este pozitivd pentru
x€[2m7r—g,2m7r+%],m€Z. ......................................................... 1p
Din conditia:
T 3 9 T
2mm — 5 < n+§ < n+§ < 2m7r+§ & (4m—1)-10m < 20n+30 < 20n+90 < (4m+1) - 107,
folosind incadrarea 3,14 < 7 < 3,15, obtinem o conditie suficienta:

(4m—1)-31,5 < 20n+30 < 20n+90 < (4m+1)-31,4 = m < 7.

........................................................................................... 1p
Considerand m = 7 obtinem urmatoarea incadrare pentru n:
27t — 3 291 — 9
I
ceea ce, folosind incadrarea 3,141 < m < 3,142, implica n = 41. Asadar, pentru k£ = 5 putem
considera n = 41, de unde obtinem ca maximul cautat este k =5. .......... .. ... 1p

Nota: Se acorda 3 puncte pentru orice constructie alternativa pentru k = 5.

Problema 3. Se considera triunghiul ABC oarecare si punctele mobile M pe semidreapta
BC', N pe semidreapta C'A si P pe semidreapta AB care pornesc simultan din B, C' si, respectiv,
A si se deplaseaza cu vitezele constante vy, v, v3 > 0, exprimate prin aceeasi unitate de masura.
(a) Stiind ca exista trei momente distincte in care triunghiul M N P este echilateral, demonstrati
ca triunghiul ABC este echilateral si, in plus, v; = vy = v3.

(b) Demonstrati ca daca v; = va = w3 si existd un moment in care triunghiul MNP este
echilateral, atunci triunghiul ABC este echilateral.

Solutie. Fie a,b,c € C afixele varfurilor triunghiului ABC. Pentru ¢t > 0 avem urmatoarele
expresii pentru afixele punctelor M (t), N(t) si P(t):
m(t)=b-(1—wvy-t)+c-vy-t;
nit)=c-(1—vy-t)+a-vy-t;
pt)=a-(1—wvg-t)+b-vsg-t.



Conditia ca triunghiul M NP sa fie echilateral la un moment dat ¢ > 0 se poate scrie:
m(t) + en(t) +ep(t) =0,
unde € € {_HT“/E, A_T“/g} Aceasta relatie este echivalenta cu:

t (—bvy + cv1 — ecvg + eavy — Eavy + Ebvg) + b+ ec+Ea =0, ()

pentru orice moment ¢t > 0 pentru care triunghiul M N P este echilateral. .................. 1p
a) Deoarece relatia (x) are loc pentru trei valori distincte t1,t2,t3 > 0, conform principiului

—1+iv3 —1-iV3
2 7 2

cutiei, exista ¢ € { } pentru care relatia (%) se va realiza pentru doud momente

distincte ¢;,2; > 0, 1 < ¢ < j < 3, de unde rezulta ca:

(b—c)v1 +e(c—a)va +E(a — b)vg = 0;
b+ec+ea=0.

A doua relatie de mai sus este echivalenta cu a avea triunghiul ABC' echilateral. ....... 1p

Pe de alta parte, prima relatie ne permite sa facem o translatie a triunghiului ABC astfel
incat centrul cercului sau circumscris sa fie de afix 0. Cum ABC este echilateral, avem b = ca
sic=¢asau b =E€a si c = ca. Fara a pierde generalitatea, consideram primul caz si obtinem:

(ea — Za)vy + £(Fa — a)vy + E(a — ca)vy = 0 = (¢ — e¥)vy + (1 — e)vg + (6 — 1)vg = 0,
iar prin impartire cu 1 — ¢ # 0 si tinand cont de vy, v2,v3 € R, avem:
eVl + v —v3 —evy3 =0= v = v = v3.

........................................................................................... 2p
Remarca: Alternativ, din a doua relatie, folosind € = —1 — ¢, deducem b — a = €(a — ¢) si
apoi, inlocuind in prima relatie si impartind cu ¢ — a # 0, vom obtine v; — vz = e(vy — v1). Mai
departe, tindnd cont c& v; € R, = 1,3 vom obtine v = vy = v3.

b) Daca v = vy = v3 = v, relatia (x) se poate scrie:

t-v-((c=b)+ela—c)+&b—a))+b+ec+Ea=0,
care este invarianta la translatii, rotatii si omotetii, deci putem fixa a =1 si ¢ = € si obtinem:
(b—e)(t-v-(E—-1)+1)=0,

iar cum a doua paranteza nu poate fi 0, ramane b = ¢, de unde obtinem ca triunghiul ABC este
echilateral, ceea ce Incheie problema. .............o i 2p

Problema 4. Intr-un muzeu de artd sunt expuse n tablouri, n > 33, pentru care sunt
folosite in total 15 culori astfel incat oricare doua tablouri au cel putin o culoare comuna si nu
exista doua tablouri care sa aiba exact aceleasi culori. Determinati toate valorile posibile ale
lui n > 33 astfel incat oricum am colora tablourile cu proprietatile de mai sus sa putem alege
patru tablouri distincte pe care sa le numerotam 77,75,73 si Ty, astfel incat orice culoare care
este folosita atat in 77, cat si in T, se regaseste in 73 sau in 7j.



Solutie.

Vom demonstra ca orice n pentru care 33 < n < 21 este bun.

incepem prin a observa ca daca avem un tablou 7; in muzeu in care sunt folosite & culori,
tabloul in care sunt folosite celelalte 15 — k culori nu se poate regasi in muzeu. Asadar, din cele
215 — 1 tablouri posibile a fi obtinute cu cele 15 culori, avem maxim 214 tablouri in muzeu, iar
maximul se poate atinge daca am considera toate tablourile care folosesc culoarea c¢; impreuna
cu toate celelalte 2'4 submultimi ale culorilor {ca,...,c15} . «trvirriiiie i 1p

Demonstram acum ca pentru orice 33 < n < 2 putem gasi tablourile 17, Ty, T3, Ty cu
proprietatile din enunt. Prin T; N T} si T; U T} intelegem multimea culorilor comune, respectiv
multimea tuturor culorilor folosite in tablourile 7; si 7. Trebuie sa demonstram ca exista
i1,12,13,14 € {1,2,...,n} astfel incat:

(Tiy NTi,) C Ty UT,

Presupunem prin absurd cd oricum am luai < jsik < £din {1,2,...,n} cu{s, j}n{k, ¢} =0,
avem:
(TOT\TUTY) > 1

Studiind suma:

S= > [(TNTH\(TeUTy)l,
1<i<j<n
1<k<f<n
{a.30{k.e}=0

........................................................................................... 2p
observim ci aceasta are C2 - C2_, termeni, fiecare dintre acestia fiind mai mari sau egali cu

1, obtinem:
n(n—1) (n—2)(n—3)‘

........................................................................................... 1p
Facem acum numararea pentru culorile ¢,,, m = 1,15 si fie n,, numarul tablourilor T} care

contin culoarea c,,. Pentru ca ¢, € (T;NT;)\(TxUTy), trebuie ca ¢, € T3, Tj si ¢ € Tk, Ty. Daca
nm € {0,1,n — 1,n}, atunci nu exista tuplet (Tj, T}, T, Ty) pentru care ¢p, € (T;NT5)\(TUTy).
Pentru 2 < n,, < n — 2 perechea (T}, T}) se poate alege in C,le moduri, iar perechea (T}, Ty) in
Cz_,  moduri. Asadar, avem:

15
N (N, — 1) (0 — 1) (0 — 0y, — 1)
S =
2 >
2<nm<n—2

s< 3 I61(F) < si@ () e e

ceea ce este o contradictie. Deci, pentru orice 33 < n < 2'* avem patru tablouri cu proprietatea

din enunt. ... 1p



