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CLASA a XI-a — solutii si bareme

Problema 1. Determinati functiile de doud ori derivabile f : R — R care verifica relatia
(f/(2))* + f"(z) <0, pentru orice x € R.

Solutie.

Varianta 1.
Fie f : R — R o functie care satisface conditiile din enunt. Definim functia ¢ : R — R
prin g(z) = ¢/, z € R. Functia g este de doud ori derivabild. Avem ¢'(z) = f'(x)e/®) si

g"(z) = el@ ((f’(ac))2 + f”(a:)), pentruorice z € R ... i 2p
Din ipoteza deducem ¢”(x) < 0, Vo € R. Atunci functia ¢’ este descrescatoare, deci exista
limitele £, = lim ¢'(z) sily = lim ¢'(x), cu 1,0 € Reooviveii it 1p
T—r—00 T—00
Cu regula lui ’'Hopital obtinem lim 9(x) = lim ¢'(z) =/ si lim 9(x) = lim ¢'(z) = lo.
r——00 I T ——00 r—00 I T—00
............................................................................................ 1p
Din g(x) >0, Vx € Ry rezultd £1 <051 fo > 0ot 1p

Cum ¢ este descrescdtoare, cu £1 < 0 si o > 0, deducem ¢'(x) = 0, Va € R. Atunci g este

o functie constanta, strict pozitiva, deci si f = In(g) este o functie constanta. Reciproc, orice

functie constanta f satisface conditiile din enunt.......... .. ... i 2p
Varianta 2.

Fie f : R — R o functie care satisface conditiile din enunt. Definim functia ¢ : R — R

prin g(z) = e/®, 2 € R. Functia g este de douil ori derivabild. Avem ¢'(z) = f'(z)e/®) si

g"(x) = /@) ((f’(x))2 + f”(x)), pentruorice 2 € R ... i 2p

Din ipoteza rezulta ¢”(x) <0, Va € R. Atunci g este concava pe R, deci satisface inegalitatea

g(ygi : i(x) > g(z; : g(y), pentru oricare z,y, 2z ER,cuz <y < z........coiiiiiiiii.. 1p
Aratam ca g este o functie constanta. Presupunem prin absurd ci exista a,b € R, a < b, astfel
ICAL (@) 7 G(D). oo 1p
_ b) —
Cazul 1. g(a) < g(b). Din inegalitatea 9(a) — 9(x) > g 1)7 g(a)v pentru oricare x < a, obtinem
a—x —a
b) —
g(z) < g(l))g(a)(x —a) + g(a), pentru oricare x € (—00,a). Rezultd lim g(z) = —oc.
—a T——00
b) — —g(b
Cazul 2. g(a) > g(b). Din inegalitatea 9(b) = g(a) > 9(x) g( ), pentru oricare x > b, obtinem
b) —
g(x) < g(())g(a)(x —b) + g(b), pentru oricare z € (b,0). Rezulta li_>m g(x) = —o0.
—a T—00

In ambele cazuri este contrazisi inegalitatea g(x) > 0, Va € R. Prin urmare, g este o functie
constanta, strict pozitiva, deci si f = In(g) este o functie constanta. Reciproc, orice functie
constanta f satisface conditiile din enunt ........ ... 3p



Problema 2. Fie A, B € M,,(R). Ardtati ca rang(A) = rang(B) dacd gi numai daca existd
matricele inversabile X,Y,Z € My (R) astfel incat AX +YB = AZB.

Solutie.
1. Presupunem ca exista matricele inversabile X,Y, Z € M, (R) astfel incat AX +YB = AZB.
Atunci rang(A) = rang(AX) = rang ((AZ —Y)B) < rang(B). Analog, rang(B) < rang(A).

Rezulta rang(A) = 1ang(B). .. .un ittt 3p
2. Presupunem rang(A) = rang(B) = r. Atunci exista matricele inversabile T, U, V,W € M,,(R)
astfel incat TAU = < Onlrm %’n”_: > =V BW 1p

Rezulta A(UW‘I) = (T_IV) B. Alegem A\ € R astfel incat det (B — )\(UW_I)) # 0 si
det (A + A (T*1V)) # 0. Fie matricele inversabile X = B — A (UWfl) siY =A+ A (T*1V).
Obtinem AX +YB =2AB — \A (UW‘I) + A (T_IV) B=AZB,unde Z =21[, .......... 3p

Problema 3. Fie un numar natural n > 2 gi matricele A, B € M, (C), cu proprietatea
A’B = A.

a) Demonstrati ci (AB — BA)? = O,,.

b) Aratati ca pentru oricare numar natural k < n/2 exista matricele A,B € M,(C) cu
proprietatea din enunt astfel incdt rang(AB — BA) = k.

Solutie.

a) Varianta 1.
Daca A este inversabila sau A = O,, atunci AB — BA = O,. Fie A # O, cu det(A) = 0,
iar P € C[X] polinomul sau minimal. Cum P(0) = 0 si P # X, polinomul P este de forma
P=X*4a,_ 1 XF'4+ .. . +a1X, unde 2 < k < n. Din relatia P(A)B = O, si ipotezi, obtinem

AR oy AR 4 4 agA + a1 AB = O, (1)

1
ai—(Akil%—ak_lAk*2+-“.—Fa2A>,
1

deci AB comuti cu A. Rezultd A = A2B = A(AB) = ABA. ..., 2p
Atunci, Inmultind la dreapta relatia (1) cu BA, obtinem

Cum P este minimal, avem a; # 0. Ca urmare, AB = —

AR g AR 4 b asA+ a1 AB%A = O,,. (2)

Din (1) si (2) rezultd a;(AB?A — AB) = O,,. Cum a; # 0, obtinem AB?A=AB........... 2p

Ca urmare,

(AB — BA)? = (ABA)B — AB?A — B(A’B) + B(ABA) = AB — AB — BA+ BA = O,.

a) Varianta 2.
Din rang(A) = rang (A2B) < rang (AQ) < rang (A), obtinem rang (A) = rang (A2) ......... 1p
astfel incat A = XY. Avem Y X € M, (C) si
r =rang(A) = rang (AQ) = rang ((XY)2) =rang(X(YX)Y) <rang(YX).

2



Rezulta ca matricea Y X este inversabila. Multiplicand la stanga cu Y relatia din ipoteza
(XY)2B = XY, obtinem (YX)?YB = (YX)Y. Din inversabilitatea matricei Y X, rezulta
YB = (YX)"'Y, de unde YBX = I,. Atunci ABA = (XY)B(XY) = X(YBX)Y = XY = A.

Pe baza ipotezei si relatiei ABA = A, deducem
(AB — BA)? = (AB)?> 4+ (BA)? — AB?A — BA’B = (ABA)B + B(ABA) — AB*A — B(A%B)

= AB + BA— AB?>A — BA = AB(I,, — BA)
Utilizand relatiile ABA = A si (AB — BA)? = AB(I,, — BA), demonstrate anterior, obtinem

(AB — BA)> = AB(I,, — BA)(AB — BA) = AB(AB — BA — BA’B + (BA)?)

— AB(AB — BA — B(A?B) + B(ABA)) = AB(AB — BA — BA+ BA) = AB(AB — BA)
= (ABA)B — AB*A = AB — (AB)(BA) = AB(I,, — BA).
Astfel, (AB — BA)? = (AB — BA)2. (1)t 1p
Fie A € C o valoare proprie a matricei AB—BA. Din relatia (1) obginem A3 = A2, deci A € {0,1}.

Dar Tr(AB — BA) = 0. Atunci matricea AB — BA are toate valorile proprii nule. Ca urmare,
(AB — BA)™ = O,,. Din relatia (1) rezultid (AB — BA)? =0y .oviiiiiiiiiiiii . 2p

b) Alegem A = < On—k On—kk ) si B = < On—k C ), unde C' € M, x(C) este
Okn—k I, Okn—r Ik ’

o matrice cu rang(C) = k < n — k (pentru k& = 0, vom intelege A = B = O,). Avem
A2B=AB=A BA=Bs§iAB—BA=A-B= ( On-r —C ),deci rang(AB — BA) = k.

Remarcd. Reciproc, pentru oricare A, B € M, (C) astfel ca A2B = A, are loc inegalitatea
rang(AB — BA) < n/2.

Problema 4. Consideram o functie f : R — R pentru care existd o functie derivabila
g: R — R gi exista un sir (an)p>1 de numere reale strict pozitive, convergent la 0, astfel incat

o) =t o) =)

n—00 Qn,

pentru orice x € R.
a) Dati un exemplu de o astfel de functie f care nu este derivabila in niciun punct x € R.

b) Aratati ca daca f este continud pe R atunci f este derivabila pe R.

Solutie.
a) Consideram f : R — R definitd prin f(z) = { (1): i g ]%\ 0
strict pozitivi a, = 1/n, Vn € N*, convergent la 0. Pentru n € N*, avem =z + a, € Q, Vz € Q

siz+a, € R\Q, Vz € R\ Q. Astfel, f(z + a,) = f(z), VY € R, Vn € N*. Rezulta

. Fie sirul (ap)n>1, cu termenii



i f@tan) = (@)
n—00 anp,

f este discontinua in orice punct z € R, deci nederivabila in orice punct z € R. ............ 2p
b) Consideram functia h : R — R, h = f — g. Functia h este continua ca diferenta de functii
COMBIIIUE . o oottt 1p
n—00 an n—00 [e7%

Fie z,y € R, cu z < y. Fie ¢ > 0si A(c) = {z € [z,y]||h(2) — h(z)| < ¢(z —x)}. Cum
x € A(c) C [z,y], existda s = sup A(c) € [z,y]. Din continuitatea lui h rezulta s € A(c).
Presupunem, prin absurd, s < y. Atunci exista ny € N* astfel ca s + a, < y, Vn > n;. Din
lim (s + an) — h{s) = 0, rezulta ca exista ng > n; astfel ca (s + any) — 1(s)
n—00 G, Any

§ < s+ ap, <y siau loc inegalitatile

=0=g'(z), Vo € R, unde g este o functie constantd arbitrara. Functia

—¢'(z) =0, pentruoricex € R ........... 1p

< ¢. Atunci

[ (s + any) = W) < [h(s) = h(@)] + [k (s + an,) = h(s)] < c(s — @) + can, = c[(s + an,) — 2]

Rezulta s + an, € A(c), in contradictie cu s = sup A(c). Prin urmare y = s € A(c), deci
|h(y) — h(z)| < c(y —x). Cum ¢ > 0 este arbitrar, deducem h(z) = h(y). Rezultd ca h este o
functie conStanta . ... ... 2p
Atunci f = g+ h este derivabila pe R, cu f/ = ¢ ... o 1p



