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CLASA a IX-a — Solutii

Problema 1. Fie patrulaterul convex ABC D, ale carui diagonale se intersecteaza in punctul

O. Daca zﬁ + E + B = B? + lﬁ + O?, aratati ca ABCD este un paralelogram.
Gazeta Matematica
Solutia 1. Aplicand regula triunghiului deducem B + @ + E + @ + E = B? + O? +
DO+ 0C + OC, adici 2- (OB + OD) =3 - (OA + 0C). «.ovvv e 2p
Cum vectorii O? si O‘ﬁ, respectiv O—1>4 si O?, sunt coliniari, exista «, 8 € R astfel incat
O?+O?:a-0?§10—1>4+0?25-0—1>4. Atunci 20&'0?:36'0—1>4$i, cumvectoriiO—z>4§i

O@ sunt necoliniari, rezultd c& o = B =0 ... it e 3p
Conchidem ci OA + o¢ =T si OB + oD = ﬁ, deci O este mijlocul fiecareia dintre
diagonale, asadar ABC'D este un paralelogram............. ... i ia.. 2p
Solutia 2. Daca M si N sunt mijloacele diagonalelor BD, respectiv AC, relatia din enunt se
scriesubforma2-m+m:2‘m+0?. ............................................ 2p
DeducelrncéZ-(xﬁf—i—CTf):O?—i—(jzl,saL114-]W>4:2~O—Z\/Z ....................... 3p

Rezulta ca punctele M, N si O sunt coliniare, ceea ce se intampla doar daca M = N =
O. Astfel, punctul O este mijlocul fiecareia dintre diagonale, prin urmare ABCD este un
PATAlElOGTAINL. . . . ettt e e e e e e 2p

Problema 2. Se considera sirul (ay),>1 definit prin a; =

ar fi numarul natural nenul n.
a) Stabiliti formula termenului general a,, al sirului, unde n este un numar natural nenul.
b) Daca b, = a1 + az + ... + ap, aratati ca numerele {b, }, {bn+1} si {bn+2} nu pot fi termeni
consecutivi ai unei progresii aritmetice pentru niciun numar natural nenul n.

(Am notat cu {z} partea fractionara a numarului real x.)
an+41 1 an . v 2 v v .
= — - —, oricare ar fi numarul natural nenul n. Inseamna ca sirul
n+1l 2 n
1

-1
Qn . - .1 . an " 1\" .
— este o progresie geometrica de ratie > prin urmare — = | — ‘a] = 5) oricare
n>1

Solutie. a) Avem

n n 2

ar fi numéarul natural nenul n. Deducem ca a,, = o’ oricare ar fi numarul natural nenul n.

.o ... ... . o . o n .
Altfel: se determina primii termeni ai sirului, se formuleaza ipoteza ca a,, = o Oricare ar

fi numarul natural nenul n si se demonstraza acest fapt prin inductie completa. ........... 3p
b) Avem:
1 1 n 1 n n-+2



oricare ar fi numarul natlllral nenul n.
Observam ca {b;} = 3 iar {ba} = 0.

Pentru n = 3, 23 > 3 + 2; daci presupunem ci 2¥ > k + 2 pentru un anumit k£ > 3, atunci
2kl =2.2F > 2. (k+2) =2k +4 > (k+1)+2. In concluzie, 2" > n + 2 pentru orice numar

PP 2p

Presupunem, prin absurd, ca {by}, {bn+1} si {bn42} sunt termeni consecutivi ai unei progresii
aritmetice pentru un numar natural n > 3. Observand ca {b,} < {bnt1} <{bnt+2} (deci ordinea
celor trei numere in progresie este bine determinatd), obtinem ca

n+2 n+4 n+3
on on+2 — 9n

& Bn+ 12 = 4dn + 12,

3 5

. 1
fals. Pentru n =1 si n = 2, numerele > 0, —, respectiv 0, 3§ nu sunt termeni consecutivi ai

8’

unei progresii aritmetice. ... .. 2p
Nota. Daca sunt omise cazurile n = 1 si n = 2, se va scadea 1p.

Problema 3. Se considera numarul natural compus nsil =d; <dy <d3z < .. <dp=n
divizorii naturali ai lui n, unde k£ > 3. Daca toate ecuatiile di+2x2 — 2di41¢ + d; = 0, unde
i€{1,2,....k — 2}, au solutii reale, aratati ci existd un numar prim p astfel incat n = pF=1.

Solutie. Avem ca

d d;
2 i—+1 42
4di, | —4diyo - d; > 0 & 7 Zd (*),
% i+1
oricare ar fi i € {1,2, ..,k — 2. . 1p
.. .. . . N v v o n .
Cum ds este cel mai mic divizor propriu al lui n, iInseamna ca numarul — este cel mai mare
2
divizor propriu al lui n, asadar = dp_1.
2
Avem: i
n = z+1 z+2 n
da ZI;I H diy1  do
Rezulta ca toate inegalitatile (x) se transforma in egalitati. ............ ... ... ............ 3p
Deducem ca d?_H = djto - d;, oricare ar fi i € {1,2,....k — 2}. Atunci numerele 1 =
dy, do, ds, ..., d = n (in aceasta ordine) sunt termeni consecutivi ai unei progresii geomet-
rice de ratie da, asadar n = d’;‘l. .......................................................... 2p
Cel mai mic divizor propriu al numarului compus n este un numar prim: dg = p, cu p numar
Prim, ar 1= PF T 1p

Problema 4. Fie H ortocentrul triunghiului ascutitunghic ABC' si X mijlocul laturii BC.
Perpendiculara in H pe HX taie laturile (AB) si (AC) in punctele Y, respectiv Z. Notam cu O
centrul cercului circumscris triunghiului ABC si cu O centrul cercului circumscris triunghiului
BHC.

a) Aratati ca HY = HZ.

b) Demonstrati ca AY + AZ = QW.

Solutie.



a) Fie A’ punctul diametral opus lui A pe cercul circumscris triunghiului. Se stie c& H si A’
sunt simetrice fata de X, deci H, X si A’ sunt coliniare. Atunci <ABA' = <ACA’" = 90°.

Astfel, patrulaterele A’BY H si A’C'Z H sunt inscriptibile, deci <Y BH = <Y A'H i <ZCH =
SZA H. o 2p

Pe de alta parte, din triunghiurile dreptunghice BEA si CFA avem <ABE = <ACF =
90° — <BAC. ( E si F sunt picioarele inaltimilor triunghiului ABC' duse din B respectiv C')

In consecinti <Y A'H = <ZA'H, de unde rezults ci A’H este in acelasi timp inaltime si
bisectoare in triunghiul Y A’Z, deci este si mediana, adica HY = HZ. ..................... 1p

b) Din punctul a) rezulta ca A7 + AY = 2AH. oo 1p

Se stie ca simetricul H' al ortocentrului H fatd de latura BC' se afld pe cercul circumscris
triunghiului ABC, deci simetricul cercului circumscris triunghiului BHC fata de BC este cercul
cicumscris triunghiului BH'C, adica cercul circumscris triunghiului ABC.

Astfel, centrul cercului circumscris triunghiului BHC' este simetricul lui O fata de BC.

........................................................................................ 1
a___) p
Deducem c& 00’ = 20X = Aﬁ, deoarece OX este linie mijlocie in triunghiul HA'A. De aici
—
rezults A2 FAY =200 . 1p



