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Problema 1: Dominoes
Propusi de: Stud. Apostol Ilie-Daniel, Universitatea Bucuresti
Pregatitd de: Stud. Apostol Ilie-Daniel, Universitatea Bucuresti, Stud. Popescu Stefan-Alexandru, Universitatea Bucuresti

Vom considera urmatoarele tipuri de coloane (fie type; tipul celei de a i-a coloana):
* Daca doar prima linie a coloanei este ocupata, aceasta va fi de tipul SUS.

* Daca doar a doua linie este ocupata, aceasta va fi de tipul JOS.

* Daca amandoua liniile sunt ocupate, va fi de tipul FULL.

* Daca niciuna dintre linii nu este ocupata, atunci va fi de tipul EMPTY.

Solutie 1 (9 puncte) k, 1,9 < 8

Pentru acest subtask, orice solutie care genereaza pentru fiecare interogare toate variantele de
pavari va lua punctajul maxim.

Solutie 2 (6 puncte) k =0

Daca y1 = y2, atunci se va crea o coloana FULL. Se poate pava la stanga si la dreapta cu
domino-uri de 2 x 1.

Altfel, stim ca vom putea pava coloanele y j y1 siy ¢ y2 cu domino-uri de 2 x 1. Vrem
sa vedem daca putem pava zona dintre cele 2 spatii noi ocupate. Stim ca tipurile celor doua
coloane pot fi ori SUS, ori JOS. Cazurile sunt urmatoarele:

Daca type,1 # typey2, atunci se poate pava doar daca y1 si y2 au aceeasi paritate.

In cazul in care type,; = type,,, atunci se poate pava doar daca y1 si y2 au paritati diferite.

Solutia 3 (20 puncte) 1, k, g < 5000

Se observa faptul cd rationamentul de la “Solutia 2” poate fi aplicat cupland coloanele
consecutive de tip SUS si JOS (in sensul in care ignoram coloanele de tip EMPTY care s-ar
putea gdsi intre ele). Intre coloanele unei perechi cuplate aplicim logica de la “Solutia 2”, iar
intre 2 perechi consecutive umplem cu domino-uri de 2 x 1.

Astfel, pentru fiecare interogare, problema se reduce la a verifica daca existd un astfel de
cuplaj valid (neavand coloane de tip FULL intre coloanele unei perechi cuplate).



Solutia 4 (32 puncte) k, g < 5000

Asemadnadtor cu “Solutia 3”7, doar cd se aplicd o normalizare a coloanelor din matricea initiald
si din interogdri.

Solutia 5 (6 puncte) y1 = y2

Pentru acest subtask, trebuie sa verificim intre care coloane consecutive de tip FULL se vor
insera cele doud pozitii noi. Acest lucru il putem afla cu o cautare binara.

Dupa inserarea celor doud pozitii, se formeaza doud noi subsegmente delimitate de coloane
de tip FULL. Putem verifica dacd cele doua subsegmente se pot pava folosind o precalculare de
sume partiale pe prefix respectiv sufix, care ne spune cate perechi de pozitii ocupate dintr-un
subsegment se cupleaza valid.

Solutia 6 (100 puncte)

Solutia pentru 100 de puncte va optimiza ”Solutia 4”. Pentru acest lucru va trebui sa aflam
care sunt noile cuplari, dupa adaugarea celor 2 pozitii ocupate. Este nevoie de atentie la cazuri.
Dupa aflarea celor maxim 2 cuplari, intervalul [1, N| se va sparge in maxim 3 intervale (un
prefix, un sufix, un interval in mijloc). Este nevoie sa se verifice (in maxim O(logK) daca aceste
intervale pot fi pavate.

Putem asigna pentru fiecare pozitie ocupatd valoarea 1 dacd aceasta este pe prima linie, pe
coloand pard sau pe a doua linie, pe coloand imparad si valoarea 0 dacd aceasta este pe prima
linie, pe coloana impard sau pe a doua linie, pe coloana pard. Pentru ca grid-ul sa se poata
pava, trebuie ca pozitiile ocupate consecutive sd aibd semne diferite (+1 si -1 sau -1 si +1).
Putem precalcula pentru gridul initial, pentru fiecare subsegment delimitat de doud coloane
FULL, cate perechi valide avem atat pe prefix, cat si pe sufix.

La fiecare interogare, verificdim daca intervalele rezultate dupa addugarea noilor pozitii
ocupate se pot pava folosind precalcularea de mai sus. De asemenea, verificdim perechile in
care intrd pozitiile din interogare.

Problema 2: Seqstr

Propusi de: Prof. Pit-Rada Ionel-Vasile, Colegiul National Traian, Drobeta-Turnu Severin

Cerinta 1 - Solutia 1

Complexitate O(m?)

Avem construite urmA[0][x]= pozitia urm&torului element din A egal cu 0, dupd pozitia x,
respectiv urmA([1][x] = pozitia urmatorului element din A egal cu 1, dupa pozitia x.

La etapa 1 se construiesc doud liste ordonate strict crescitor cu pozitiile din sirul B, lista
By a elementelor cu valoarea 0 si lista B; a elementelor cu valoarea 1. Pentru fiecare lista
pastrdm ca pozitie de continuare prima pozitie din A, pg = urmA[0][0] < n + 1 respectiv
p1 = urmA[1][0] < n+1.

La etapa 2 parcurgem lista By si pentru fiecare pozitie x din By, dacd B[x + 1] = 0, atunci
pdstram pozitia x + 1 in lista By, iar dacd B[x + 1] = 1, atunci pastrdm pozitia x + 1 in lista By;.
Analog din B; obtinem listele By si By1. Pentru fiecare listd pastram ca pozitie de continuare
prima pozitie pog = urmA[0][po], por = urmA[1][po], pro = urmA[0][p1], p11 = wrmA[1][p1],
dacd sunt cel mult egale cu n.

La etapa 3 continudm si obtinem listele Bgog, Boo1, Bo1o, Boi1, B1oo, B1io1, B1io, Bi11 Unele
liste este posibil sd fie vide si vor fi neglijate cele pentru care nu exista pozitie de continuare in
A. Se continud pand la pasul m cand se va obtine o singurad listd, cu un singur element pozitia



m. La final numarul pozitiilor pastrate va fi egal cu numarul subsecventelor distincte. Procesul
este asemadnadtor celui de la metoda radixsort.

Cerinta 1 - Solutia 2

Complexitate O(m?)

Pentru fiecare secventd B[p ... (| verificim dacd este egald cu una din secventele anterioare
Bli...j] de aceeasi lungime g — p+1=j—i+1si1<i < p. Marcdm secventele distincte. In
paralel cu procesul de verificare putem verifica si existenta subsirului corespunzator din A
folosind urmA]].

Cerinta 1 - Solutia 3

Aplicdim metoda programdrii dinamice. Calculdm Isb; ;, reprezintdnd lungimea celui mai lung
sufix comun care se termind pe pozitiile i respectiv j in sirul B. Folosindu-ne de aceste valori,
putem determina [s;, lungimea celui mai lung sufix care se termind pe pozitia i in sirul B
si a fost deja intalnit la stinga lui. Ambele precalculdri se pot realiza in O(m?), relatiile de
recurentd fiind usor de dedus.

Sirul Is face posibild verificarea in O(1) dacd o anumita subsecventd a mai fost intalnita
sau nu, dacd le parcurgem lexicografic dupd capatul stang, pe urmd dupd cel drept. Mai exact,
dacd avem Is;, < dr — st + 1, atunci subsecventa B|st ... dr] este una noud.

Folosind tabloul urm de la solutia 1 obtinem complexitatea O(m?).

Cerinta 2 - Solutia 1

Complexitate O(m - n) Pentru secventa datd se poate parcurge procesul de determinare a
celui mai lung subsir comun dintre B[p...q] si A[1...n]. Numdarul subsirurilor comune de
lungime maxima este solutia cdutatd dacd lungimea subsirului comun de lungime maxima
esteq—p+1.

Cerinta 3 - Solutia 1

Se parcurg subsecventele si se calculeaza pentru fiecare dintre ele numdrul subsirurilor
corespunzator egale, complexitate O(m? - n). d[i][j][k]=numarul subsirurilor din Afk...n]
egale cu subsecventa BJi .. ..

Apoi pentru i = j—1,...,1, d[i][j][k] = d[i + 1][j][k + 1] + d[i][j][k + 1], dac& B[i] egal cu
Alk| respectiv d[i][j][k] = d[i][j][k + 1], dacd B[i] diferit de A[k]. Se insumeazd apoi rezultatele
doar pentru subsecventele distincte, O(m?).

Problema 3: Teze
Propusi de: Lect. univ. Pitcas Csaba, Facultatea de Matematici si Informaticid, Universitatea Babes-Bolyai, Cluj-Napoca
Cdutdm o partitionare a lui n in f termeni pozitivi Iy, ...,lf, in asa fel incatn = I +... + I
sim ({:1(;7 + il(k + tj))> sd fie minim.
i= j=

Observam, cd este de ajuns sa determindm timpul minim necesar corectdrii unei singure
teze, valoare care va fi inmultitd cu m la final.



Solutia 1 (5 - 15 puncte)

Putem genera recursiv toate partitiondrile posibile ale lui n. O posibila optimizare este
sd generdm doar variantele in care Iy < I, < ... <] iz Complexitatea acestei solutii este
exponentiald.

Solutia 2 (35 puncte)
Aplicim metoda programarii dinamice. Notam cu dp; timpul total minim pentru a corecta
' j
exact i probleme. Avem dp; = n{i{l(dpi_j +p+j-k+ Y ty). Precalculand sumele primelor w
= w=1

elemente din sirui ¢ pentru Vw € [1, 1] obtinem complexitatea O(n?)

Solutia 3 (50 puncte)
Observam, cd pentru un f fixat partitionarea optima nu poate avea [; —I; > 1,Vi,j € [1, f].

Demonstratie. S& presupunem prin absurd, cd pentru un anumit f fixat avem o partitionare
optimd n =I; +...+Igavand [; — I; > 1 pentru un anumit 7 si j. Daca inlocuim [; cu Ih=1-1
silicu l]/. = l;+1 avem o noud partitien = Iy +... + 1/ +... + l]’. + ...+ 1If. Calculand diferenta
dintre timpurile necesare in cazul celor doud variante, avem:

I I -1 Li+1

Z t]'—i-lz tj— Z t]'— Z tj:tl;_tlj

=1 j=1 j=1 j=1

Fiindcd potrivit presupunerii initiale /; > [; si din restrictiile problemei t; < ... < t,, este
clar, cd diferenta f;, — f;, este pozitivd, deci prin inlocuirea lui J; si /; cu I si l]{ am obtinut o

partitionare mai bund, ceea ce contrazice presupunerea ca partitionarea initiald este optimd. [

Folosind acest rezultat, deducem, cd pentru f fixat in partitionarea optima mereu vom avea
f—nmod f bucdti de termeni egale cu [n/ f] si n mod f buciti de termeni egale cu [n/f] + 1.

Fixam pe rand f la toate valorile posibile de la 1 la 1, iar pentru fiecare f iterdm de la
1 l(a n/ f]) pentru a calcula timpurile necesare. La complexitate avem O(} +5 +...+ %) =
O(nlogn).

Solutia 4 (55 - 60 puncte)

Precalculdm sumele partiale pentru sirul t, astfel scipam de al doilea ciclu din solutia prece-
dentd si obtinem complexitatea O(n).

Solutia 5 (65 - 80 puncte)

Notam cu opt timpul optim de corectare a celor n probleme in exact f faze. Dacd ne uitdm
la sirul opt, observam cd acesta este unimodal, adicd pe cazul general pe intervalul f € [1, ]
prima datd scade, pe urma creste (exceptand cazurile, cdind are minimul in una dintre cele
doud capete).

Demonstratie. Pentru a simplifica calculele, putem adaduga p la t;. Trebuie sd minimizam
x i
functia z(x) = Y- Y t; definitd pe numerele naturale din intervalul x € [1,n].
i=1j=1

Vom ardta, cd dacd z(x) < z(x — 1), atunci z(x — 1) < z(x — 2).

Pentru a trece de la x faze la x — 1 faze, putem redistribui toate problemele corectate intr-o
faza de dimensiune | %] la celelalte faze.

Notam cu h = |2 |. Redistribuind o faza in care corectim h probleme, scidem contributiile
t1,...,ty la cost ale acestor probleme, dar adundm ¢#, ..., t;l contributiile corespunzatoare dupa



redistribuire, unde t/ este termenul corespunzitor celei de-a i-a problemd dupa redistribuire,
iar i’ este indicele celei de-a i-a problemd dupd redistribuire.

Relatia z(x) < z(x — 1) este echivalentd cu —t; —fp —... —t, +t) +t, 4+ ...+, > 0.
Notam cu g = | ;%7 ]. Vrem sa aratdm ca —t; —tz—...—tg+t’1/—|—t’2’+...—|—t’g’ > 0, unde

t!" este termenul corespunzator de cost al celei de-a i-a problema dupa redistribuire de la x — 1
faze la x — 2 faze.

—h—th— .ttt =
—th—ta— b=t g = (i — =
Bty +oo )+ (g — o — gt g+ ) > (b — =t
b))+ (=t — o —tg ot >0+ (b — o — g+ . ) >0+0=0

Explicatie: in inegalitatea a patra am folosit faptul, cd t/ <t/ pentru orice i, in inegalitatea
a cincea am folosit ipoteza de lucru, iar in inegalitatea sasea am folosit faptul, cd t; <t/ pentru
orice i > 1. Inegalitatile t; < t/ <t/ pentru orice i > 1 provin din modul in care redistribuim
problemele. Pozitia pe care se afld o problemd inainte de redistribuire va fi mai mic decat cea
pe care se afld dupa redistribuire, de unde si costul asociat corectdrii problemei creste dupa
redistribuire. Acest lucru se intdmpla doar pentru i > 1 din cauza faptului, cd am adunat p la
t1; totusi i’ > 1, deoarece o problemd nu va fi niciodata redistribuitd pe prima pozitie a unei
faze,iarh +1 > 1.

Am demonstrat cd dacd z(x) < z(x — 1), atunci z(x — 1) < z(x —2). Inductiv z(x) <
z(x —1) < ... < z(1).

Rezultd, cd in afard de cazurile speciale, in care functia z creste pe tot intervalul [1, 1], sau
descreste pe tot intervalul [1, 1], pe cazul general functia z descreste strict de la 1 pand intr-un
punct de minim, eventual std pe un platou, apoi creste pana la n. ]

Bazandu-ne pe acest fapt, putem optimiza solutia precedentd oprind din iterare in momen-
tul In care detectdm o scddere pe urmad o crestere, adica daca avem opt;_1 > opt; < opt;yq stim
imediat, cd i este numadrul optim de faze.

i
Dacd implementdm obtinerea sumei partiale } f; pentru orice i dat in timp constant
=1
folosindu-ne de modul de construire al sirului t, complexitatea solutiei rdméane liniard, dar in
practicd se comportd mai bine ca cel precedent.

Solutia 6 (100 puncte)

Observdm c& numdrul de valori distincte & din solutia precedents este de ordinul O(1/n), deci
putem evalua opt doar in valorile f minime corespunzdtoare fiecdrui /. Pentru a obtine aceste
perechi (h, f), prima oard iterdm prin valorile & de la 1 la | /n], iar f-ul minim corespunzétor
o sd fie egal cu f = [} ], iar apoi iterdm prin valorile f dela 11la |\/n], iar h-ul o s4 fie conform
definitiei h = L%j

Complexitatea solutiei este O(y/n).

Solutia 7 (100 puncte)

Am vdzut la solutia precedentd cd de fapt ciutdm minimul unui sir unimodal, ceea ce se poate
face in timp logaritmic aplicind cdutarea ternard, sau o variantd usor modificatd a cautarii
binare. Complexitate O(logn).
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