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Problema 1: DETONATOR

Propusi de: Asist. Drd. Andrei Costin Constantinescu

Subtask 1 (7 puncte)

In acest caz, toate valorile T;; sunt egale, le notdm valoarea comuna cu T. Aici ordinea de

5 s x . 1
dezamorsare a bombelor nu conteaza, deci raspunsul este T — %

Subtasks 2 (13+9 puncte):

Se foloseste metoda backtracking pentru a genera toate ordinile posibile de dezamorsare.
Pentru fiecare ordine, se calculeaza in timp liniar X-ul maxim posibil pentru care respectiva
ordine respectd, si se ia maximul acestor X-uri.

Subtask 4 (14 puncte):

Pentru rezolvarea acestui subtask se poate folosi o abordare de tip greedy. La fiecare pas
dezamorsam bomba cu cel mai mic timp pana la explozie din multimea celor care nu sunt
asezate pe bombe nedezamorsate incd. Acest greedy este corect in contextul dat deoarece
nu are sens sd ludm altd valoare decat minimul la fiecare pas. Pe cazul general este posibil
insd sd fie nevoie sd ludm o altd valoare decat minimul dacd undeva deasupra acelei bombe
se afla o bomba cu valoare mai micd decat minimul nostru (care poate trebuie dezamorsata
urgent). Deoarece In acest subtask valoarea unei bombe nu depdseste valoarea niciunei bombe
care este (direct sau indirect) asezatd pe ea, acest caz nu apare si prin urmare strategia greedy
functioneaza. Avand in vedere valoarea micd a lui N, se poate itera prin toate valorile de
fiecare datd cand se cautd minimul sau cand se depisteazd bombele ce pot fi dezamorsate la
pasul urmitor. De asemenea pentru ci existd doar 2 - |X| + 1 < 21 de valori posibile ale lui X
putem incerca sd rezolvdm pentru fiecare X si s retinem X-ul maxim pentru care nicio bomba
nu a fost dezamorsatd dupd timpul sdu limitd. Complexitate timp este O(N* - | X]).

Subtask 5 (13 puncte):

Pentru a rezolva problema pe cazul general vom transforma piramida astfel incat sa respecte
proprietatea de la subtask-ul 4 (T;; > max{Tiy1,, Ti+1,+1} pentru 1 < j <i < N). Daca o
bomba cu valoarea a se afld asezatd peste o bombd cu valoare mai mare, termenul limita real
pand la care putem dezamorsa aceasta bombd fdrd ca bomba de deasupra sa sd explodeze
ulterior, este de fapt a — 1. Parcurgem piramida de sus in jos si determinam noua valoare a



unei bombe ca fiind minimul dintre valoarea sa actuald si valorile bombelor asezate direct pe
aceasta (din care se scade 1). Dupd transformarea valorilor in acest mod, abordarea greedy va
functiona corect. Nici la acest pas nu este necesara optimizarea implementdrii. Complexitatea
timp este O(N* - | X]).

Subtask 6 (2 puncte):

Pentru acest subtask in loc sd iterdm prin toate valorile posibile ale lui X, ciutam binar valoarea
o N-(N+1) _. e g il .
sa in intervalul [¢, 7] unde ¢ = —% si r este valoarea minimd din piramidd. In rest solutia

este analogd cu subtaskul anterior. Complexitatea timp este O(N* - log | X|).

Subtask 7 (9 puncte):

Pentru acest subtask nu este necesard gasirea valorii X prin cdutare bindra dar trebuie sa
optimizam cum determindm multimea de bombe ce pot fi dezamorsate la fiecare pas. Aceastd
multime va avea mereu maxim N elemente deci astfel reducem cdutarea minimului dintre
acestea la complexitate O(N). De fiecare datd cdnd dezamorsdm o noud bomb4 incercam si
addugdm In multime bombele asezate direct pe aceasta. La acest subtask se poate determina X
prin incercarea celor 2 - | X| + 1 < 21 de valori posibile. Complexitatea timp este O(N? - | X]).

Subtask 8 (2 puncte):

Pentru acest subtask trebuie sa tinem multimea de maxim N bombe ce pot fi dezamorsate ca
la subtask-ul 7 si in plus sd gasim valoarea maximd a lui X prin cdutare binard. Complexitatea
timp este O(N°log N).

Subtask 9 (19 puncte):

Pentru acest subtask facem la fel ca la subtask-ul 8 dar tinem multimea de bombe ce pot fi
dezamorsate intr-o coada de prioritdti (heap). Astfel determindm minimul la fiecare pas in
complexitate (O(log N)). Complexitatea timp devine O(N?log Nlog|X]|).

Subtask 10 (12 puncte):

Pentru acest subtask optimizam subtask-ul 9 prin eliminarea cdutdrii binare a lui X. Deter-
mindam X calculand diferenta minima dintre valoarea unei bombe si momentul in care aceasta
a fost dezamorsata. Complexitatea timp finald este O(N?log N).

Solutie Alternativa (100 puncte)

In loc s4 stabilim ordinea de dezamorsare a bombelor ca in solutiile prezentate anterior, vom
pleca in ordine invers temporald, la inceput avand toate bombele dezamorsate, si reamorsand
pe rand cate o bombad in fiecare secundd. Partea de gasire a X-ului se poate realiza tot printr-o
cautare binard care se poate ulterior elimina analog cu Subtaskul 10. Asadar, descriem restul
solutiei pentru simplitate presupunand o valoare X fixatd, fard a restrange generalitatea X = 0.
Intr-o ordine de reamorsare (adici o ordine de dezamorsare vizuti invers cronologic) se
reamorseazd o bomba la momentul T = w (fiind chiar bomba din varful piramidei),
una la momentul T — 1, una la momentul T — 2, si asa mai departe, ultima fiind reamorsata
la momentul 1 (aceasta fiind o bomba de la baza piramidei). Vom pleca cu t = T si vom
decrementa f cu unu la fiecare pas, pand cand ajunge la 0. La fiecare pas determindm bombele
ce pot fi reamorsate, adicd acele bombe peste care sunt asezate doar bombe deja reamorsate,
si dintre acestea cautdm dacd existd una cu termenul limita cel putin f. Dacd nu, atunci



dispozitivul nu poate fi dezamorsat, altfel, alegem arbitrar una dintre aceste bombe si o
reamorsdam. Corectitudinea solutiei vine din faptul ca odatd ce o bomba devine reamorsabila,
ea poate fi reamorsatd oricdnd odatd ce t a coborat la termenul ei limitd, iar reamorsarea unei
bombe nu micsoareazd niciodatd multimea de alegeri pentru pasii ulteriori. Implementarea se
poate face eficient cu o coadd de prioritdti (heap), analog cu solutia precedentd. Observam ca
in aceastd solutie nu mai trebuie sa schimbam valorile astfel incat sa se respecte proprietatea
de la subtask-ul 4 (T;; > max{Tiy1,, Tiy1,+1} pentru 1 < j < i < N). Complexitatea timp
finald este tot O(N2?log N).

Temii de gandire! Existd si o solutie cu complexitatea timp minima posibilda O(N?), nenece-

sard pentru 100 de puncte (timpii de rulare sunt in practicd comparabili cu solutiile O(N? log N)).
Va invitdm sd o gasiti!



Problema 2: ZID

Propusii de: Stud. Liviu Silion

Problema se reduce la a calcula rdspunsul folosind programare dinamica pentru M = 1.
Pentru M > 1 vom combina doar rezultatele din dinamica pentru M = 1.

Prima parte

Vom calcula dp[i][j] = numdrul de moduri de a face un turn de indltimea i cu suma lungimilor
pieselor galbene egald cu j.

O(N?- M)

Facem tranzitiile addugand efectiv cate o piesa:
dplil[j] = Lxdpli — k][j — k] pentru o piesd galbend de lungime k
dpli][j] = Xk dpli — k|[j] pentru o piesd rosie de lungime k

O(N - M)

Putem optimiza dinamica anterioard tindnd sume partiale pentru dp[i — 2][j — 2] +dp[i —4][j —
4] + ... pentru cazul cand addugam o piesd galbend, respectiv dp[i — 1][j] +dp[i — 3|[j] + . ..
pentru cazul cdnd addugam o piesd rosie.

O altd abordare ar fi sa tinem si culoarea ultimului turn si sd ne gandim cd la un pas,
putem prelungi ultimul turn cu 2 unitdti sau sd addugam unul de culoare noud de lungimea 1,
respectiv 2.

A doua parte
O(M?-K)

Avem dp'[i][j] = numdirul de moduri de a construi un zid (de iniltimea N) cu litimea i
si cu suma lungimilor pieselor galbene j. Actualiazdm dinamica in stil rucsac: dp’[i][j] =

Yk dp'li = 1][j — k] - dp[N][K].

O(M? - log K)

Optimizam dinamica anterioara folosind o abordare Divide et Impera. Cum mereu facem
aceleasi tranzitii la dinamicd, putem folosi un algoritm similar cu ridicare la putere in timp
logaritmmic.

Note

Pentru prima parte este probabil sa trebuiasca tinute doar ultimele 3 linii din dinamica. Prima
parte poate de asemenea fi rezolvatd in O(M? - log N)

Partea a doua poate fi privitd ca fiind o convolutie de polinoame si rezolvatd in O(M -
log Mlog K). De asemenea, se poate realiza elementar mai eficient in O(M?) printr-o recurenta.



Problema 3: ARBORE

Propusii de: Stud. Alexandru Lorintz

Pentru primele 2 subtask-uri, k; = ko = 0, deci operatia din enunt nu poate fi folositd. Astfel,
avand un nod dat, trebuie calculata suma costurilor drumurilor de la respectivul nod la restul
nodurilor din arbore. Pentru primul subtask se pot calcula naiv rdspunsurile la interogdri in
complexitate O(N - Q).

Pentru cel de-al doilea subtask este necesard o abordare mai eficientd. Sd presupunem
ca fixdm o raddcind pentru arbore rezolvam toate interogdrile despre aceastd radacind. O
observatie utild atat in rezolvarea acestui subtask, cét si in rezolvarea intregii probleme este ca
putem reformula calcularea sumei costurilor tuturor drumurilor in a calcula pentru fiecare
muchie contributia acesteia la rezultat. Mai exact, o muchie contribuie la rezultat cu o valoare
egald cu produsul dintre numdrul de drumuri care trec prin aceasta si costul sau. Numarul de
drumuri care trec printr-o muchie fixata este egal cu dimensiunea subarborelui calculatd pentru
capdtul muchiei aflat la adancime mai mare in arbore(atentie, existd o radacind fixatd). Astfel,
pentru o raddcind fixatd, se pot calcula cu o parcurgere in arbore contributiile muchiilor si se
pot aduna toate la rezultat. Pentru a calcula raspunsurile pentru toate nodurile din interoggari,
se poate realiza un proces de “mutare a raddcinii”. Dupd ce am calculat raspunsurile pentru
prima raddcind, se face incd o parcurgere si la fiecare pas “se muta” rdddcina in nodul curent
din parcurgere. La mutarea raddcinii se schimba dimensiunea subarborelui doar pentru vechea
raddcind, deci se schimbad un singur coeficient de muchie, acela al muchiei dintre vechea
radacind si cea noud. In concluzie, acest subtask se poate rezolva in complexitate O(N + Q).

Pentru urmatoarele subtask-uri, problema trebuie rezolvata pentru o singurd valoare k. Pentru
asta, se poate pleca de la solutia anterioard. Se stie cd pentru o muchie, coeficientul sdu in
rezultat este dat de numarul de drumuri care trec prin aceasta, care este egal cu dimensiunea
subarborelui calculatd pentru capdtul muchiei aflat la addncime mai mare in arbore cand
raddcina este fixata. Astfel, se observa cd este mereu optim sd se decrementeze muchia cu
coeficientul cel mai mare, in limita numarului de operatii disponibile. Astfel, se vor decrementa
muchiile in ordine, de la cea cu coeficientul cel mai mare la cea cu coeficientul cel mai mic.

Pentru a implementa solutia propusa anterior, se poate proceda in diferite moduri, cu
complexitati diferite. Abordarea cea mai simpld este pentru fiecare interogare sa se faca
0 parcurgere si sa se rezolve greedy interogarea curentd cum am mentionat anterior. Aceasta
abordare are complexitatea O(N - Q). Solutia aceasta poate fi putin imbundtatita daca se
face cate o singurd parcurgere pentru toate interogdrile care au acelasi nod si se rezolva
toate acestea deodatd folosind doi pointeri sau cate o cdutare binara pentru fiecare interogare
peste un sir de sume partiale al costurilor muchiilor sortate dupa dimensiunea subarbore-
lui. Abordarea din urm4, indiferent de implementare, va avea complexitatea O(N? + Q -log Q).

Pentru o solutie eficientd in cazul k1 = k; se poate proceda ca la subtask-ul al doilea, mutandu-
se rdddcina. Pentru a actualiza coeficientii muchiilor si pentru a se calcula rapid cum se
schimba suma costurilor drumurilor in urma decrementarilor se poate folosi o structurd de
date arborescentd (arbori indexati binar sau arbori de intervale). Pentru a calcula rdspunsul
la o interogare se poate face o cautare binara si un query pe structura de date sau sa se faca
direct o cdutare binard pe structura de date. Aceastd solutie are complexitatea O(Q - log N)
sau O(Q -log? N) in functie de implementare. De mentionat este ci pentru ultimele solutii
mentionate se calculeazd suma decrementdrilor muchiilor, deci trebuie sd calculdm in paralel si
suma costurilor tuturor drumurilor ca la al doilea subtask, din care se scade ceea ce calculam
pentru a se obtine rezultatul final.



Pentru a rezolva toatd problema se considerd solutia pentru cazul k; = k; si se generalizeaza.
Pentru aceasta o sd se foloseascd un arbore de intervale.

Dacd se noteazd cu F(v, k1, ky) = f(v, k1) + f(v,k1 +1)+... 4+ f(v,ka — 1) + f(v, k2), putem
calcula rdspunsul pentru o interogare de forma (v, k1, k) ca F(v, k) — F(v, k1 — 1).

Tot timpul la o interogare de tipul F(v, k) vom considera un sufix din structura de date in
functie de cat permite limita k. Se poate imagina o histograma a acestor valori. Histograma
care da rezultatul este similara, cu mentiunea ca prima valoare din sufixul considerat poate fi
luatd In rdspuns incompleta. In continuare, pentru fiecare numadr x din sufixul rezultat, o sd se
adauge intr-un nou sir indicele sdu de x ori (practic, fiecare dimensiune de subarbore apare de
atatea ori cat se pot decrementa muchii care o au ca si coeficient, tindnd cont de ordinea optima
de decrementare si de limita impusa). Avand acest nou sir la dispozitie (sd-1 notdm cu s) si
considerand ci este indexat de la 1, rezultatul interogarii devine s[1] - 1+5[2] - 2+ ...+ s[m] - m,
unde m este lungimea noului sir, deoare elementul de la pozitia i apare in sufixele a i valori
mai mici sau egale decét k.

Avand in vedere observatia anterioard, se poate adduga in arborele de intervale si un
camp care sa retind rezultatul partial al unei interogari. Tot ce este ramas este aflarea unei
modalitdti de a combina doud elemente in mod eficient. Se vor mentine intr-un nod vari-
abilele sumaPonderata, sumaMuchii si res, unde sumaPonderata este egald cu suma valorilor
s - sumals] pe un interval, unde s este un indice (echivalent cu o dimensiune de subarbore),
iar sumals| este suma costurilor tuturor muchiilor care il au pe s ca si coeficient, sumaMuchii
este suma valorilor sumafs] pe un interval si rdspunsul res pe un interval. Astfel, avand
doud noduri cu variabilele sumaPonderatal, sumaMuchiil, resl, respectiv sumaPonderata2,
sumaMuchii2, res2, nodul obtinut prin combinarea acestora are variabilele: sumaMuchii =
sumaMuchiil + sumaMuchii2, sumaPonderata = sumaPonderatal + sumaPonderata2, res =
resl + res2 + sumaMuchiil - sumaPonderata2. Explicatia formulei pentru res se poate deduce
din interpretarea cu histogramd mentionatd anterior a rezultatului unei interogdri. Com-
plexitatea finald devine O(Q - log N), dacd pentru o interogare se calculeaza direct rdspunsul
printr-un proces similar cu cdutarea binarad pe structura de date. Dacd se implementeaza
solutia in complexitate O(Q - log” N) cu ciutare binari si interogare pe structura de date se va
obtine punctaj doar pe subtask-urile unde N, Q < 100000.
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