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CLASA a VIII-a — solutii si bareme

Problema 1. Determinati numerele intregi n pentru care exista o re-
aranjare ap,as,...,a1013 a numerelor 1012,1013,...,2024, astfel incat sa
aiba loc egalitatea a - n1912 4 ay - ntOM 4 4 G012 - n + at013 = 0.

Solutie. Dacan € N, atunci a1 -n'%?+ay-n'M +. . +ai012-n+a1013 > 0,
deci m € N U CONVINE. ..ottt i 1p
Dacan = —k,cuk > 2, atunci a;-n'92+as-n'"M+. . +ai912-n+a1013 =
KO (ay -k —ag) + k%% (ag -k —aq) + ... + k(@111 - k — ar012) + a1013 > 0,
deoarece aig13 > 0si a; - k —a;11 2 2a; —a;+1 = 2-1012 — 2024 = 0, pentru

orice i € {1,2,...,1011}. Asadar, nu exista solutii de acest tip......... 2p
Aratam ca n = —1 este solutie.
Pentru oricea € Z, —a+ (a—1)—(a+1)+(a+2)=0. .......... 2p

(1012 — 2024 + 1013 — 1015 4 1014) + (—1017 + 1016 — 1018 4 1019) +
..+ (—2021 4 2020 — 2022 4 2023) = 0, deci n = —1 este unica solutie.2p

Problema 2. Spunem ca o functie de gradul intai f : R — R este utild,
daca are proprietatile:

(i) |f(z)] < 2, pentru orice numar real x cu |z| < 2.

(i) |f(x)| = 1, pentru orice numar real = cu |z| < 1.

Fie xp € R. Demonstrati ca exista o functie utila cu f(z) = 0, daca si
numai daca |zg| = 4.

Solutie. ,, =” Daca f este utila, atunci i —f are proprietatile (i) si
(ii), deci este utila. In consecinta, putem alege o functie utila f : R — R,

fl@)=ax+b,cua>0,beR. ... . 1p
Cum a > 0, inegalitatea (i) este echivalenta cu f(2) < 2si f(—2) > -2,
decicu2a+b<2 (1)si2a—b<2 (2) oo, 1p

Inegalitatea (ii) conduce la situatiile: I) f(—1) < —1, f(1) < —1 sau II)
b
f(=1) =1, f(1) > 1 (situatia f(—1) < 0 < f(1) ar conduce la —1 < — <1
b
si f( - 7) =0, In contradictie cu (ii)) ......... ... i 1p
a
In cazul I obtinem —a+b< -1 (3)sia+b< -1 (4).
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cu 2 si adunand cu (2) rezulta 4a + b < 0, adica xo = —



In cazul IT obtinem a —b < —1 (5) si —a—b < —1 (6). Adunand (5)
b

inmultita cu 2 si (1) rezulta 4a — b < 0, deci xg = —— < —4. Din I) si II)
a

rezultd CA [To] = 4 ..o 1p
,, < Fie g € R, cu |zg| > 4

1
Daca g > 4, alegem f: R = R, f(x) = 0

X
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Daca zg < —4 alegem f: R - R, f(x) = T+ 20 .x+$0+1.

Problema 3. Fie ABCA'B'C’ o prisma triunghiulard regulatd, cu
muchiile laterale AA’, BB’, CC’. Consideram mijlocul D al muchiei BC
si construim paralelogramul ADB’E. Fie F proiectia ortogonald a punctu-
lui A’ pe dreapta AFE, d dreapta de intersectie a planelor (ADE) si (A'CF)
si P intersectia dreptei d cu planul (ABC). Demonstrati ca P este centrul
de greutate al triunghiului ABC' daci si numai dacd AB = AA'V/?2.

Solutie. Segmentele BA', AB’ si DE au acelasi mijloc, deci DBE A’ este
paralelogram. Din CD = DB = A'E si BD || A'E reiese ca A/CDE este

paralelogram . ... ... ... 2p
Obtinem CA’ || DE, deci CA' || (ADE) ......cooiiiiiiiiiiiin.. 1p
Astfel, planul (A’CF) taie planul (ADE) dupa o paraleld la CA’ i la
DE deci FP || DE,iar P € AD ......oiiii i 1p

Cum AD este mediand in AABC), reiese ca: punctul P este centrul de
greutate al triunghiului ABC daca gi numai daca AP = 2PD. Deoarece
PF || DE, aceasta este echivalent cu AF =2FE ....................... 1p

Deoarece AA’ || BB', BD || EA' si BB' L BD, triunghiul AEA’ este
dreptunghic in A’. Cu teorema catetei in AAA’'E obtinem AF = 2FE <=
A'A?2 =2A'E? < AA?=1BC? < BC=AAV2............... 2p

Problema 4. Fie a si b doud numere naturale distincte, mai mari decat
1, astfel incat D = b> 4+ a — 1 divide M = a? + b — 1.



a) Aratati ca existd numere care indeplinesc conditiile de mai sus.
b) Demonstrati ca D are cel putin doi divizori primi.

Solutie. a) Pentru b = 2 ciutdm a astfel incat a + 3 | a® + 1. Deoarece
a+3|ala+3)—3(a+3) = a%—9, este necesar si suficient ca a + 3 |

a?+1—a?4+9=10,deciputemlua a =7.................oiiii... 1p
b) Avem D | (> —1+a)(b? —1—a) = (b —1)%2 —a?, deci D | (b —1)2+
b—1=0b"—2024+b=0b0b—1)(B*+b—1) ... 3p

Din D | M reiese ca 0 < M — D = (a — b)(a+b— 1), deci a > b. Apoi,
numerele b, b — 1 si b2 + b — 1 sunt prime intre ele doua cate dous si mai
mici decat D. Astfel D are factori primi comuni cu cel putin doua dintre
numerele b, b — 1, b> + b — 1, deci D trebuie si aiba cel putin doi factori
primi distincti . ... o 3p



