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Problema 1: Apgreid

Propusd de: Stud. Andrei-Robert Ion, TU Delft

Cerintal. DPentru aceasti cerinti este suficient si parcurgem linear cu un for sirul de obiecte date, calculind
pe parcurs datele cerute.

Cerinta 2. Pentru aceastd ceringi vom face mai intéi niste observatii.
Observatie 1. Pentru P, Q,x € N¥, daci P < Q atunci P+ x < Q + x, Px < Qux, P* < Q~.

Din aceasti observatie reiese ci fiecare subsecventa a unei ordonari optime de obiecte este si ea optimi pentru
acea submultime de obiecte. De exemplu, daci ordonim optim obiectele, si eliminim ultimul obiect, atunci
ordonarea rezultati va fi optima pentru toate obiectele rimase. Asadar, putem construi ordonarea optima pas
cu pas.

Observatie 2. Pentru P,x,y € N, (P +x)y > Px + y.
Demonstragie. (P+x)y=Px+xy> Px+y. O

Din aceastid observatie reiese ci este optim si considerim mai intii obiecte ce aduni cu x, apoi obiecte
ce inmultesc cu ¥ — intr-adevir, daci o pereche adiacente de obiecte nu sunt in ordinea aceasta, le putem
interschimba si vom imbunatiti ordonarea.

Observatie 3. Pentru P,x, y € N*, (P +x)? > P? + x.

Demonstratie. (P +x)? = P +x7 + Zf:ll (g)Pix(y ) >P)+x) > P)+x. ]
La fel, vedem ci mai intii vrem si adunim, apoi vrem si ridicim la putere.

Observatie 4. Pentru P, x, y € N, (Px)? > P’x.

Demonstragie. (Px)? = PYx? > Px. O

In ultimul rind, mai intdi vrem si inmultim, apoi si ridicim la putere.

Asadar reiese ci intr-o ordonare optimd, mai intai se folosesc toate obiectele ce adaugi la P, apoi toate
obiectele ce il inmultesc pe P, apoi toate obiectele ce il ridici pe P la o putere dati. Cum P +x + y =
P+y+x,Pxy=Pyx,(P¥) = P(xy) = (P7)*, nu conteazi cum sunt ordonate obiectele in cadrul acestor
3 grupe.



Cerinta 3. Pentru aceastd cerint, este suficient si ordonim conform cerintei 2, si apoi si efectudm operatiile.
Pentru a efectua operatiile de ridicare la putere, este necesari folosirea ridicirii la putere in timp logaritmic.

Existd o optimizare posibild ce cistigd niste puncte suplimentare in cazul in care concurentul nu cunoaste
ridicarea la putere in timp logaritmic. Mai exact, pentru oricare numir prim p, 4* mod p = a* mod (p-1) 10d
p. Asadar, putem face doar o singuri ridicare la putere — in loc si calculim (... (P*1)*2 .. .)™, putem calcula
P*undex = x1---x, mod (p—1).

Problema 2: Eras

Propusd de: Stud. Andrei Onut, Yale University

Solutie pentru primul subtask. Ultilizind o matrice de mirime N X M, initial continind doar elemente
egale cu 0, fiecare modificare dintre cele U poate fi efectuati in complexitatea O (M) (pentru tipul (L, 4, v))
sau O(NN) (pentru tipul (C, 4, v)), iterind prin toate celulele ce isi schimbi valoarea. Pentru fiecare dintre
cele Q intrebiri, se poate afla rispunsul in complexitatea O(N X M), iterAnd prin toate celulele prezente
in dreptunghiul (se cunoaste X = 1) din intrebarea curenti. Astfel, complexitatea totald de timp este de

OU xmax(N,M)+Qx N xM).

Solutie pentru al doilea subtask. Cele U modificiri pot fi retinute intr-un vector. Pentru fiecare dintre cele
Q intrebiri, se cunoaste K = 1: fie (x1, y1) si (2, y2) cele doui colturi ale submatricei din intrebarea curenti.
Mai mult, si definim #ndltimea b = (x9 — x1 + 1) silatimea w = (y2 — y1 + 1). Astfel, o modificare de tipul
(L, a4, v) contribuie cu +(v - w) la suma ce trebuie determinati, daci x; < 2 < x9; similar, o modificare de
tipul (C, a, v) contribuie cu +(v - b) la suma ce trebuie determinati, daci y; < 4 < ys. Deci, pentru fiecare
intrebare putem itera prin toate cele U modificiri efectuate si, daci este cazul, actualizim rispunsul, in functie

de tipul modificirii. Complexitatea totali este de O(U + Q x U) < O(Q x U).

Solutie pentru al treilea subtask. Pentru fiecare intrebare, stim: K < 2. Astfel, putem folosi solutia
de la subtask-ul precedent pentru a calcula suma pentru fiecare dintre cele doud submatrice (pentru K =
2). Daci cele doud submatrice au cel putin o celuld in comun (adicd, mai specific, se intimpla simultan ca
max(x1,1,x2,1) < min(x1,2, ¥22) simax(yi,1, y2,1) < min(y1,2, ¥2,2)), atunci trebuie si determinim cite
britiri se afld in interiorul sau pe conturul acestei submatrice (rezultatd din intersectia celor doud submatrice
din intrebare). Astfel, din nou, putem aplica aceeasi metodi ca la subtask-ul precedent. Complexitatea totald

estede O(U +Q xU) <0O(Q xU).

Solutie pentru al cincilea subtask. Intr-o manieri similari cu cea de la paragraful precedent, pentru fiecare
dintre cele Q intrebari putem aplica Principiul Includerii si Excluderit, folosind operatii cu numere in baza
doi. Trebuie avut griji ca, in loc si parcurgem toate cele U modificiri pentru fiecare dintre cele O(2K) sume
calculate, alegem si sortim (in functie de valoarea #) modificirile, inainte de citirea intrebirilor, iar apoi, pentru
fiecare sumi ce trebuie si o calculim (in cadrul intrebirilor), folosim ciutiri binare si sume partiale (pe prefix
sau sufix). Astfel, complexitatea totali este de O(U x log U + Q X 2K % (K +log U)).

Solutie pe matrice mici. Mai intdi, si ne imaginim ci matricea (notati) 4 din input (dupi efectuarea
celor U modificiri) este micd, de mirime N X A . Putem, atunci, si calculim rispunsul la o intrebare cu K
dreptunghiuri folosind O (K + N X M) operatii. Cum implementim aceastd metodd? Vom utiliza o matrice
auxiliard ¢ [7] [ 7], unde scopul nostru este ca ¢ [ 7] [ f] si reprezinte numarul de dreptunghiuri (din intrebarea
curenti) in care se afli celula (7, ;). Pentru a calcula aceastd matrice £[ 7] [ 7], vom folosi tehnica 2D Dxfference
Array (cunoscutd in Roménia si sub numele de Smenul lui Mars 2D): fiecare dreptunghi din intrebare va
fi procesat in timp constant, apoi o parcurgere a matricei ne va da fiecare #[7][ j]. Avind ¢[7][ j] calculat,
solutia constd in a parcurge matricea si a calcula suma elementelor 4[7][ 7] pentru toate pozitiile (#, ;) unde se

intdmpla: £[Z][ 7] > 0.
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Solutie completi. Ideea pentru solutia de 100 de puncte este si incercim si reducem problema dati la
problema din paragraful anterior. Mai exact, daci considerim K matrice, vom reduce problema la o sub-
problemi pe o matrice de mirime (2K + 1) X (2K +1).

Si presupunem ci matricele din intrebare au coordonatele (x;,1, ¥:,1) si (x;,2, y;,2) pentruz =1,..., K.
Considerim acum doui linii adiacente x, x" din matrice. Dacd nu existd nicio laturi a vreunei matrice din input
(din intrebare) care si separe linia x de linia x”, atunci solutia pentru intrebare poate fi calculati ,,unind” linia x
cu linia x”. Mai exact, liniile x, x” vor fi inlocuite de o noui linie, a cirei valori va fi suma valorilor de pe liniile
x, x.

Aplicind aceastd operatie de mai multe ori, ajungem la o matrice cu cel mult (2K + 1) linii si coloane. S3
considerim o celula arbitrard din aceasta matrice comprimatd. Si presupunem ci aceasti celuld corespunde cu
submatricea intre liniile x, x” si coloanele y, y” din matricea initiald. Care va fi valoarea din celuli? Observim ci
fiecare operatie (L, 2,v) cux < 4 < x” incrementeazi valoarea din celuli cuv - (" — y + 1); similar, operatiile
de forma (C, 4,v) cu y < a < y’ incrementeazi valoarea din celuli cuv - (x” — x +1). Asadar, pentru a calcula
valoarea din matrice, trebuie si aflim suma valorilor tuturor operatiilor ce afecteazd liniile x, . . ., x”, respectiv
coloanele y,. .., y".

Cum implementim aceastd metodd? Vom descrie acest lucru pentru linii; coloanele se trateazi identic. Vom
sorta toate operatiile in functie de linia afectatd. Vom calcula, pentru fiecare operatie, suma valorilor operatiilor
de la ea pani la sfirsit (sau de la ea pini la inceput); pentru o operatie o, fie 5(0) acea sumd. Daci vrem si vedem
suma operatiilor ce afecteazd liniile x, . . ., x’, gisim prima operatie ce afecteazd o linie mai mare sau egald decit
x, respectiv decit (x” + 1). Fie o, respectiv 0" aceste operatii. Atunci suma ceruti este egali cu s(0) — s(0”).
Operatiile 0, 0" pot fi gisite cu ciutiri binare, in timp logaritmic.

Asadar, pentru fiecare interogare (dintre cele Q) vom face O(K') ciutiri binare pe siruri de lungime U si o
parcurgere a unei matrice de mirime (2K + 1) X (2K + 1). Precalcularea consti intr-o sortare si calcul de sume
partiale, ce va lua timp O(U log U). Asadar complexitatea finali este de O((U + Q x K) log U + Q X K?).

Problema 3: Spirala

Propusd de: Stud. Alexandra Udrigtoin, Facultatea de Matematici-Informatic, Univ. Bucuresti

Subtask 1:

Pentru acest subtask se poate parcurge matricea in spirald pornind din centru si s verificim, pentru fiecare
element parcurs, daci valoarea sa respectd sau nu proprietitile date. Dacd nu gisim niciun element din matrice
care incalcd proprietitile, rispunsul va fi 0. In caz contrar, inseamni ci rispunsul trebuie s fie 1.

Subtask 2:

O posibild abordare pentru acest subtask este si fixim un element 4;, ; care isi va pastra valoarea la final. Apoi,
vom proceda asemdnitor cu subtaskul anterior si vom parcurge elementele matricei verificind ce elemente ar
trebui inlocuite. De data aceasta insd vom parcurge matricea incepand cu 4, ;, iar pentru a verifica elementele
de dinaintea sa, vom parcurge apoi prima parte a spiralei invers de la 4;, ; pina in centrul matricei. Atunci cind
intdlnim un element care trebuie schimbat, il inlocuim in matrice cu orice valoare care respectd proprietitile si
continuim verificarea urmatoarelor elemente.

Complexitatea acestei solutii este O (N*4).

Subtask 3:

Deoarece ordinea cifrelor nu conteazi, putem si generdm toate submultimile de cifre nenule si si presupunem
cd elementul din mijloc contine aceste cifre. Apoi, vom parcurge matricea in spirala si vom verifica ce elemente
trebuie inlocuite ca in subtaskul anterior.

Complexitatea acestei solutii este O (N 2 % 29), unde C este numirul de cifre pentru care generim submul-
timii, in cazul nostru egal cu 10.



Subtask 4:

Observatia necesard pentru solutia de 100 de puncte este ci putem rezolva independent pentru fiecare cifri,
deoarece aparitiile unei cifre in matrice nu influenteazi aparitia celorlalte.

Astfel, pentru fiecare cifrd ¢ dela 1 1a 9, vom presupune ci elementul din centrul matricei contine ¢ si vom
parcurge restul elementelor in spirald pentru a determina care dintre ele trebuie s contina ¢. Elementele care
trebuie si contind cifra ¢ in acest caz nu ar putea si o contini daci nici elementul din centru nu contine ¢ si
viceversa.

Apoi, pentru fiecare element 4, ; din matrice, putem determina ce cifre ar trebui sa contini elementul
din centru pentru ca 4;,; si isi pastreze valoarea neschimbati. Vom reprezenta configuratia obtinuti intr-o
masci pe biti, unde bitul 7 este 1 dacd elementul din centru contine cifra 7 i 0 altfel. Astfel, fiecirui 4; ; i va
corespunde o configuratie unicd X; ; a elementului din centru pentru care 4; ; poate si rimand neschimbat.

Rispunusul final se va obtine scizind din numirul total de elemente N2 numirul maxim de aparitii al unei
configuratii in matricea X obtinuti. Acest numir se poate afla folosind un vector de frecventd. Complexitatea
finali a acestei solutii este O( N'2).
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